Rozdziat Il

Przemieszczenia uktadow pgtowych.

W rozdziale tym przedstawione zosiansposoby wyznaczania
przemieszcze w zginanych ukladach giowych. Zadania z tego zakresu
poprzedzaj w nauczaniu mechaniki metody roawywania zada statycznie
niewyznaczalnych a &od nich metod sit i przemieszcae

W ogdélnym ugciu problemu podamy sposoby obliazprzemieszcae dla
szerokiej klasy materialdw. Rozwamnia te bda wiec stuszne zaréwno w
zadaniach speystych, lepkospzystych, r@nych modelach reologicznych,
teorii napezen cieplnych itp.

Wyjsciowym punktem rozwen bedzie rownanie prac dopetnigych jako
relacja miedzy sitami dP, napgzeniami do; a przemieszczeniamy; i

odksztatceniamgj, a mianowicie:

[P ydA=[da; £ dv
A \Y
ktére w zginanym picie prowadz do zalenaosci (ds=d€ a) = dA
Idl?quz ”5011X3K dFds= _[K M,ds gdzie &1 =K X3
S sF S

Jezeli teraz P =1 5(3) gdzie Js) jest ,dely” Diraca, to przemieszczenig
wyniesie’; u; (s) = [« M,ds

P & dE

g_"fﬂ
a=const %XZ//
/]

ﬁ/ X1:§
7\ - &33
R
,/' \ &11= KX3

4 &2

r' N Q_
]
X

A 4

Rys. 2.0 Napyzenia i deformacje zginanegoga
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Uzyskany zwizek jest niezatey od konkretnej postaci rowfidizycznych
i bedzie wykorzystywany do wyznaczania przemiesacze ukiladach
pretowych wykonanych z edych materiatow.

W zagadnieniach statyki nosi on nazeatki Mohra

s=1u(st)=[xMy(X;=1,9ds

i jest wyprowadzony na podstawie geometrii odksntiaggo pgta. We wzorze
tym M; jest momentem zginggym pochodgzcym od uogdlnionej sity
jednostkowej Xi=1; (sity lub momentu) przylmnej w miejscu i kierunku
poszukiwanego przemieszczenia lub obrotu.

Mozna wykazd, iz w przypadku zginania i rozgania peta, kiedy
&, = &, t K X3 gdzieg, jest wydtizeniem osi pgta gdzie

Ly :jKMl(Xi =1, S)dS+IK50N1(Xi =1,9ds

gdzieN; — jest sih osiowg od X;=1,.

Podana w tej formie catka Mohra jest linipwrelach miedzy
przemieszczeniami uktadu a jego odksztatceniami.

Z liniowosci tej wynikap relacje

[(aw, +ayx, )M ds=a, [k,M ds+a, [k,M,ds=a,6, +a,3,
gdzie
o, = jklMlds o, = _[Kleds

a;, a, — 9 operatorami liniowymi niezalmymi od wspoétrzdnej przestrzennej
S.

Z zalenosci tej kedziemy czsto korzystali sumap (Superponug)
krzywizny i przemieszczenia pochade od régnych wpltywéw

5= [ (ke + ko +kr Myds= [k M,ds+[k M ds+ [k;Mds= 5, + 8, + 5
S S S S
gdzie symbolee, ¢, T,przy « i 0 oznacza sprzyste, lepkie i termiczne
skladowe krzywizn i przemieszaze

Podobnie w zadaniach lepkospystych, gdzie w réwnaniach fizycznych
wystepuija iloczyny splotowe
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f,* df, = f, Odf, = } f,(t—7)df,(7)

i :{OdlarD[O,t]
tdlar O[]
zachodz relacje
L ul = [k (s,t)Mds oraz 1 f, Ody =] f, Odk M,ds
S S

Podamy teraz zataosci miedzy sitami przekrojowymi (momentem
zginagcym, sip osiows) a krzywizry x lub wydiwzeniem osi obejnej & w
réznych materiatach

- zadania liniowo-sprezyste

0=Ee e=20 sad k=0 | gozi oraz J = [(z)%dF
E EJ EF !

gdzie g, ¢, E, F, J s3 kolejno napgzeniem, odksztalceniem, modulem
sprezystasci oraz polem i momentem bezwtadobprzekroju poprzecznego.

- zadania nieliniowo spezyste wg Bachao = Ag'"

zaleznosci

prowadz do

K =(%T, J(N +1)=£x3N+1dF,

1 N Y
:—’ £O = ——
n (AF)
- przyrostowe zadania nieliniowede = F(o)do, do = E(g)de,

dc=2dM, J=[(2PdF, dg,=——dN
EJ J EF

np.dla & =%+ Acg" - de= (é+ nAa”‘lea

stad
EJdk = (1+nAEs" " )dM,  Fide = (L1+nAEo")dN

65



- zagadnienia lepkiego plynicia materiatu £:%+ B(T,t)o" prowadz

do relacji

n
k_kOZB(Lj, N=L
J(N +1) n

.~ _n/N " — [ N+L
£ O—B(Fj, I(N+1)=[2N"dF
F

- liniowa lepkosprezystos¢ o =ELd¢e lub £e=GLdo, ELdG=H gdzie
E,Gi H 53 funkcjami relaksaciji, petzania i Heaviside'a pralzado zalenosci

KZ%GDdM, M =JEOdk oraz

£=%G OdN, N=FEUde

- nieliniowa lepkosprezystosé o = (£)Y'" OdA prowadzi do réwnania
M =J(N + 2N OdA

n
K =(;aDde , Alda=H
J(N +1)

Ponadto w przypadku liniowego po wysékb przekroju rozkiadu

T, -T
temperatur T(x,)=T, +%x3, 2T, =Ty +Ty  wystpia wydtuzenia

termiczneg; oraz zmiany Krzywizrkr okreslone rownaniami

& =a; 92 , Ky =0

gdzieTy, Tg,To, ar, hsymbole oznaczajkolejno temperatgrdolnego i gérnego
wibkna przekroju, temperatusredns, liniowy wspétczynnik rozszerzaloi
cieplnej oraz wysoli przekroju.

Wprowadzagc do catki Mohra wyrzenia na krzywize « =k, +k; |

wydtuzenia £ =&, +& jako sumy odksztatée mechanicznych i cieplnych
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zgodnie z fizycznymi wiasrdgiami materiatu, np. nieliniowego sgystego,
otrzymamy wzory

Ly :j(KM +K7)My(X, =1)dS+I(£M +&r )Ny (X, =1)ds=

S

T

_ Mo -Ty N )"
—{(mj Mlds+£a'T - MldS+JIEj N,ds+

T, +T
ay <1

N, ds

+
0 —

z ktérych lgdziemy wyznaczali przemieszczenia. Pasay wzor dotyczy
1

zadania nieliniowo spgystego o=Ae" Nzl, ktérego przypadkiem
n

szczegOlnym A - E, n=l) 3 wzory na przemieszczenie w zadaniach
sprezystych. Analogicznie otrzymamy wzory dla innych dyp materiatéw np.
petzania i wptywow niemechanicznych. Mpgne réwnie ulec rozszerzeniu w
wyniku uwzgkdnienia skgcania, sit poprzecznych oraz innych.

Wystepujgce we wzorach na przemieszczenia calki datydeczynow
funkcji momentéw od obgken i sit jednostkowych. Podobnie jest z sitami
osiowymi. Na ogoét s to catki z iloczynéw funkcji aigtych i liniowych
niezalenie od typu materiatu.

W przypadku tym stosujemy uproszczony sposéb codotiez cailki
polegajcy na tzw. przemrraniu wykreséw. Korzystamy tu z twierdzenia:

Jezeli funkcja M(s) jest funkgjciggtq wraz z pierwsgzi drugg pochodi, a
Ms(s) jest funkgj liniowg to

[M(s)M,(9ds=Fn,

gdzie F = [M(9ds, a7 jest rzdng na wykresie Ms) podsrodkiem cizkasci

pola funkcji M(s).
W obliczeniach stosujeesidwniez inne metody wyznaczania catek Mohra.

Tok postgpowania przy wyznaczaniu przemieszczen.

1. Obliczenie reakcji w wizach oraz spogdzenie wykresow sit
przekrojowych (momentéw, sit osiowych itp.)a Tzs$¢ zadania uwzamy za
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znany, za& wykresy momentéw zginggych odkladamy po stronie wiokien
rozcigganych, sity osiowe rozgjajgce oznaczamy jako dodatnie.

2. Sporzadzenie funkcji momentéw zgingjych i sit osiowych od sity
jednostkowej Xi =1 przyloonej w miejscu i kierunku poszukiwanego
przemieszczenia.

3. Wyznaczenia rozktadéw krzywizr: i wydtuzen & pochodacych od
przyczyn niemechanicznych (np. temperatury, skyrdyfuzji).

4. ,Przemnaenie” wykreséw sit wewgtrznychM i N oraz wykreséw od
sit jednostkowych. Podobnie nalepostpi¢ z k7 i &r.

W prezentowanych przyktadach niedziemy rozwizywali uktadu rowna
rownowagi i wyznaczali reakcji, a jedynie nanosiioly wartgci uwazajac, iz
zagadnienia teaznane czytelnikom z wgtnego kursu mechaniki.

ZADANIE 2.1.

W uktadzie pgtowym o schemacie statycznym i ob@niu jak na rys. 2.1a
nalery obliczy¢ kat obrotug w przekroju przywziowym B.
Obliczenia nalgy przeprowadd w zakresie:
a) liniowo-sprezystym o=Ele-¢)

b) nieliniowo-spezystym o=Aeg-&)"

iy . o
c) teorii starzenia e=C+ Alo) "+,

I

e
B

e
Rys. 2.1a

Dane:P, |, h,E, A, F,J,(N+1), T, T,

Rozwigzanie:
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Korzysta& bedziemy 2z calki Mohra z uwzglinieniem wpltywéw
termicznych

N =_[/(M Mlds+j5M Nlds+jKTMlds+j£TNlds
S S S S

W zalenoici tej k«y, kr,Ey,E1 S odpowiednio Kkrzywiznami
wywotanymi wplywami mechanicznymi i cieplnymi orawydtuzeniami
mechanicznymi i cieplnymi. Rabe postacie rowmafizycznych wprowadzaj
tutaj jedynie zmiany w wytaeniach na odksztaticenia mechaniczngi ¢, ,
natomiast wyrzenia M, N, pozosta niezmienne w catym zadaniu.

Funkcje M,N, s rozktadami momentow i sit osiowych od dziatania

jednostkowego momentu skupionego przgleego w przekroju przygztowym
B. Natomiast wyraenia na odksztatcenia termiczremastpujace

Ky :aT(TZ_Tl) & :aT(Tl+T2)
h 2
Wykresy funkcji M, N;,«;,& maj w rozwaanym przypadku postgrys.

2.1b), zatem wartai cieplnych skladnikbw w calce Mohra dane s
zaleznosciami

IKTMldszlm%ﬁ@
J.é"r NldSZ%D] :?71— (T12+T2)

s
/7%7 17577
oon
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S

LI @ IR @

3
¥

/7777 /7777
ar(T,-T,) O‘T(TE‘TJ
h

Rys. 2.1b
Mozemy okrdli¢ teraz warté¢ obrotu ¢, w przypadku rénych materiatow.
a) Materiat liniowo sprezysty okreslaja nasgpujace wyraenia na
wydtuzenia i zmiany krzywizn

_ N _ M
UTEE Ty

Wykresy funkcjiM i N s3 hastpujace

P, I —F

Ps "S
Ps
P () gl ()
= 17577 =P P
I tp

Rys. 2.1c

Ostatecznie obrdg, wyrazi sk zaleznoscia
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=[P e [ g5, @ s T
! EJ 2h 2

:P |2 + 1 +aT(T2_Tl)|]+aT(Tl+T2)
3EJ 2EF 2h 2

b) Materiat nieliniowo-sprezysty
Wzory na zmiany krzywizn i wydien mechanicznych majposta

M" N"
TN T AR

FunkcjeM i N wyrazajg Sie nas¢pujaco

M=Ps, N=P

Obrot g wyliczymy z wzoru

J’ j‘ N"N (TZ_Tl)I +aT(T1+T2) -
[AJ (N +1 ’ 2h 2
_ ¢ P (Tz _Tl)l ar (T +T,) _
I[AJ(N +1)]° h { o 2
=p" " 1 ar (Tz _T1)| ar (T, +T,)
i (n+2)AI(N +2)]" +(AF)“ o T2

¢) Teoria starzenia
Wzor okrélajacy obrot g w uktadzie petzacym w/g teorii starzenia ma
posté

Pa=
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S 1
> 1 AlPs)"> _ | AP" =
b, = Pl + | gs+ aT(TZ Tl)l +£+2J‘ L gs+ ar (T, +T) _

3EJ 3 J(N+2) 2h EF | F" 2
PI® + API™ +aT(T2 -T)! L 2P +2APn Lo (+T) _

T 3E) (n+2)3(N+1)" 2h EF  F° 2

= K +i +Pp" AI™ +% +aT(T2 _T1)| +0'T(T1+T2)
3EJ EF (n+2)J(N+1)" F" 2h 2

Z poréwnania ugi tego samego punktu w zadaniu liniowym i nieliniowy
wynika szansa na ocemwptywu przygtego w modelu materiatu.
Wplyw ten okréla wyrazenia bezwymiarowe postaci

¢N¢—;¢(3{Pn([(n+z)g'\‘ A (AlF)”j_ P(fﬂl'; +E_2FHD
LEa]

ZADANIE 2.2.

W uktadzie pgtowym o schemacie statycznym i ob@niu jak na rys. 2.2a
nalery obliczy¢ kat obrotug w punkcie 3.

2 3
@="
1 T, 4 %
T1
T>T,
7577 -
"

Rys. 2.2a
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Obliczenia nalgy przeprowadd w zakresie:

a) liniowo-spezystym oc=E(e-¢&)
b) nieliniowo-spezystym o=As-&)"
¢) teorii starzenia £= % +Alo) +&

Danel, E, A, F, JAN +1), T, T,
Szukane: wart@ kata obrotug; punktu3

Rozwigzanie:
Poszukiwany & obrotu ¢; wyznaczamy uwzghbniajgc jedynie cziony
niemechaniczne w catce Mohra

$5 = [ kyMyds+ [ &, Nds+ [k M,ds+ [ £ N,ds
S S S S

gdzie ky,.k7,&y.&r S odpowiednio krzywiznami oraz wydtaniami
wywotanymi wpltywami mechanicznymi i cieplnymi. W seym przypadku
brak jest obcizenia zewntrznego, Wgc Ky i & Wynosz zero.

Wyrazenia M;,N,,k;,& pozostag niezmienne w catym zadaniu, nie zale
od rodzaju materiatu.

Funkcje M;,N; s3 odpowiednio funkcjami momentéw zginaych i sit
osiowych od dziatania momentu jednostkowego w pienRc

Natomiast wyraenia na odksztalcenia termiczrgmnastpujace

P :aT(Tl_TZ) e :aT(Tl+T2)
T J T
h 2
Wykresy funkcjiM,, N,, k7, & maj postad
1 )

() %)

1/
é TR

1
[T
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% [T

ar (Tl_TZ) ar (T2 +T,

XX\

Rys. 2.2b

Wartasci ,cieplnych sktadnikow” w catce Mohra dang relacjami

;= jKT M 1ds+j &N, ds=

—1nfT (h-T,) +1|:|] fr (h+T,) _arl (,-T,) + 9 (,+T,)
h I 2 h 2
Poniewa w naszym zadaniu nie wygluje obcizenie zewstrzne wkc nie
ma funkcji momentéw zginagych M i sit osiowychN. Wynika sgd, ze kat
obrotu ¢; we wszystkich przypadkach a), b), c), maataéim wartas¢ i wynosi

- arl(T, - T,) L9 (h+T,)
h 2

9

Ogolnie, przemieszczenia w zadaniach statycznienagzalnych zale
(przy braku obegizen) jedynie od rozkladow temperatury lub innej praycy
niemechanicznej,agsnatomiast niezaime od rodzaju materiatlu z jakiego jest
wykonany uktad.

ZADANIE 2.3.

W uktadzie przedstawionym na rys. 2.3a pglebliczy¢ obrot g, w
przekroju przywztowy B. Obliczenia naley przeprowad w zakresie:

a) - liniowo-spezystym o=Elg,

b) - nieliniowo-spezystym o = AEN.

Dane:P, I, E, A, F, J, J(Nt), Ty, T,
Szukane: wart@ obrotu g, przekrojuB.
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| I
Rys. 2.3a

Rozwigzanie:
W uktadzie nie wysipia momenty zginajce i sity tryce, a jedynie sity
osioweN. Kat obrotug, wyznaczymy z rownania

#a = [EuNds+ [ KM ds+ [ & N,ds
S S S

gdzie k¢, &y, & S odpowiednio Krzywiza wywotam wptywami cieplnymi
oraz wydhzeniami mechanicznymi i cieplnymi, przy tyM;, Ny, «r oraz &
pozostay w calym zadaniu niezmienne. FunkcMd;, N; 3 rozkladami

momentdéw i sit osiowych od dziatania jednostkowegomentu skupionego w
punkcieA.

Wyrazenia na odksztatcenia termiczne mppsta

L U P ke

Wykresy funkcjiM, Ny, A7 i &sg nastpujace (rys. 2.3b).

Wartcici «r odktadamy po stronie widkien rozgianych.
Wyznaczymy teraz warfoi cieplnych skiadnikéw w catce Mohra.
IKTMlds=1[ﬂ G1: pes (,-T,) - o (T,-T,)

g 2 h 2h

ngNlds:I-lu] fr (le”z) = ar (T12+T2)

S
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TSN

PAN

Rys. 2.3b

Nastpnie przechodzimy do okilania wartdci obrotu ¢, w przypadku
roznych typéw materiatdw.

a) Materiat liniowo-sprezysty o= E &

Wyrazenia na wydtaenia i zmiany krzywizn majposta

_ N _ M
= =

Wykresy funkcjiM i N s3 nastpujace (rys. 2.3c)
Obrot g wyrazi st zatem zalenoscia

NN, ot ar(T,-T,) L ar (L+T,) -

¢A=£ EF 2h 2
- 2P T,-T,)l
~EF +%{( 2 h 2 +(T1+T2)}
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§[>L §[> §P
0 P =
SN <&
AENO NN O

Rys. 2.3c

b) Materiat nieliniowo-sprezysty o= A £".
Zmiany krzywizn i wydtien mechanicznych wytaja sie tutaj wzorami
M" N"
Y S ——— T , gM o —
[AJ(N +1)]"

(AF)"

Km
a zatem obrog, punktuA okresla sk relach

l " ar | (T, =Tl _
Pa= _Zi(p\iﬁd5+7[¥+(-r1 +T2)} =

__ 2P o [(T,-T)l
- (AF)”+2[ h +(T1+T2)}

Porownujc oba wyniki maemy obliczy ich wzgkdng réznice A

pA=fe=On _[-2P, 2P [é_Ejz 1—L1EF , n=1/N
o, EF  (AF) 2P (AF)"

a tym samym oszacowavptyw przyjetego modelu obliczeprzemieszczena
wyniki.
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ZADANIE 2.4.

W uktadzie przedstawionym na rys. 2.4a pglebliczy¢ obrét ga w punkcieB.
Obliczenia nalgy przeprowad w zakresie:
a) liniowo-spezystym,
b) nieliniowo-spegzystym,
c) liniowym lepkospgzystym.

Rys. 2.4a

Dane:P, I, E, A, F, J, J(N%), Ty, To
Szukane: warkei obrotugs punktuA.

Rozwigzanie:

Dla rozwhzania tego zadania korzy&tabedziemy z catki Mohra z
uwzglednieniem wptywow termicznych.

Wyrazenia na odksztatcenia termicznemnastpujace

k. @ gT:aT(n;To)

Wykresy funkcji M, N,,x;,& maj posta

M=1

0
jun l

Tl/l




